BTS2 – Mathématiques – Corrigé n° 5 – 2006/2007
Exercice 1
1. Calculer la probabilité p qu’une pièce soit rejetée au contrôle.

La variable L suit la loi N EQ \l((15;0,2)).

Donc p(LÂ14,5)=p \F(L−15;0,2) ) EQ \b\bc\((Â EQ \s\do0( \F(14,5−15;0,2) ))

Donc :

p=p \F(L−15;0,2) ) EQ \b\bc\((Â- EQ \s\do0( \F(0,5;0,2) ))

Donc :

p=Π \F(5;2) ) EQ \b\bc\((-)


car la variable  EQ \s\do0( \F(L−15;0,2) ) suit la loi N EQ \l((0;1)).

Donc :

p=1−Π(2,5)



Donc :

p=1−0,9938
Finalement :
\s\up 4(‐3)p=0,006
à EQ  \x( près)
)
.

2.
a)
On effectue 100 tirages avec remise.

Ces 100 tirages sont donc indépendants. Chacun d’eux est une épreuve de Bernoulli :

· soit la pièce est rejetée avec une probabilité égale à 0,006

· soit la pièce est acceptée avec une probabilité de 0,994

La variable X qui compte le nombre de pièces rejetées suit donc la loi binomiale B EQ \l((100;0,006))
On a : 
p(X=4)=C\o\al(\s\do 2(100);\s\up 5(4)) EQ  0,006\s\up 6(4)
× EQ  0,994\s\up 4(96) = EQ \s\do0( \F(100×99×98×97;4×3×2×1) )× EQ  0,006\s\up 4(4)× EQ  0,994\s\up 4(96)
Donc :
\s\up 4(‐3)p(X=4)=0,003 à EQ  \x( près)
)
.

b) La variable X a pour espérance E(X)=100×0,006=0,6.

Donc la loi B EQ \l((100;0,006)) peut être approchée par la loi de Poisson de paramètre λ=0,6 :

(100;0,006))BEQ  \x(óP(0,6))
)
.

En utilisant cette loi de Poisson, on a :
p(XÂ3)=λ\s\up 3(2) \F( EQ \b\bc\((1+λ+;2) )
+λ\s\up 3(3) EQ \s\do0( \F(;3!) )
)
 EQ  e\s\up 3(‐λ)
ou encore, puisque λ=0,6 :



p(XÂ3)= \F(0,36;2) ) EQ \b\bc\((1+0,6++ EQ \s\do0( \F(0,216;6) ))

 EQ  e\s\up 3(‐0,6)

ce qui donne :






\s\up 4(‐3)p(XÂ3)=0,997 à EQ  \x( près)
)
.

On aurait aussi pu utiliser la table de la loi de Poisson de paraètre 0,6 fournie avec l’énoncé :


p(XÂ3)=p(X=0)+p(X=1)+p(X=2)+p(X=3)=0,5488+0,3293+0,0988+0,0198=0,9967
3.
a)
Quelle loi suit  EQ \o(\s\up1(Ò);L) ?

La variable L suit une loi normale de paramètre m=15 et σ=0,2 sur l’ensemble de la production.
On prélève un échantillon (tirages avec remise) de 25 pièces de moyenne  EQ \o(\s\up1(Ò);L).

Donc, d’après le théorème Central Limite, on peut dire que  EQ \o(\s\up1(Ò);L) suit la loi N ) \F(0,2;15; EQ \b\bc\(() )
)
)

Ò);L)EQ  \x( suit la loi N EQ \l((15;0,04)))
)
.

b) Déterminer le nombre réel positif h tel que pÒ);L) EQ \b\bc\((m−h<<m+h)
=0,95.

On a successivement :
pÒ);L) EQ \b\bc\((15−h<<15+h)
=0,95
Donc :



p \F(h;0,04) ) EQ \b\bc\((-<Ò);L) EQ \s\do0( \F(−15;0,04) )
< EQ \s\do0( \F(h;0,04) ))
=0,95
où Ò);L) EQ \s\do0( \F(−15;0,04) )
 suit la loi N EQ \l((0;1))
Donc:



Π \F(h;0,04) ) EQ \b\bc\(()
−Π \F(h;0,04) ) EQ \b\bc\((-)
=0,95


Donc :



Π \F(h;0,04) ) EQ \b\bc\(()
− \F(h;0,04) ) EQ \b\bc\((1−Π)
)
=0,95
Donc :



2Π \F(h;0,04) ) EQ \b\bc\(()
−1=0,95
Finalement :


Π \F(h;0,04) ) EQ \b\bc\(()
=0,975
Par lecture inverse de la table Π, on obtient :
 EQ \s\do0( \F(h;0,04) )=1,96
d’où \s\up 4(‐3)h=0,078 à EQ  \x( près)
)
.

On obtient ainsi un intervalle de confiance, de degré 95% de confiance, contenant la moyenne sur l’ensemble de la population :  EQ \l([14,922;15,078]).
c) Construction d’un test d’hypothèse bilatéral.

·  L’hypothèse nulle  EQ  H\s\do 2(0) est : m=15
·  L’hypothèse alternative  EQ  H\s\do 2(1) est : mý15
· Si la moyenne d’un échantillon de taille 25 appartient à l’intervalle  EQ \l([14,922;15,078]) alors on accepte  EQ  H\s\do 2(0) et on rejette  EQ  H\s\do 2(1). Sinon, on rejette  EQ  H\s\do 2(0) et on accepte  EQ  H\s\do 2(1).

· La moyenne de l’échantillon e taille 25 est 15,06. Or 15,06☻ EQ \l([14,922;15,078]).

EQ  \x()
.
Exercice 2
Partie A – Résolution d’une équation différentielle : (E) : y″+2y′+y=x+4.

1.
Résoudre sur ( l’équation différentielle :
y″+2y′+y=0.

L’équation caractéristique associée est :
 EQ  r\s\up 3(2)+2r+1=0
ou encore :






 EQ  (r+1)\s\up 5(2)=0
On en déduit une seule solution :


r=-1.

Donc la solution générale de l’équation est :
(λx+μ)e\s\up 3(‐x)y=EQ  \x()
)
. où λ et μ sont des constantes quelconques.

2. Vérifions que la fonction g définie sur ( par g(x)=x+2 est bien une solution particulière de (E).

On a :
g′(x)=1 et g″(x)=0
Donc :
g″+2g′+g=0+2+(x+2)
Donc :
g″+2g′+g=x+4.

Donc la fonction g vérifie bien l’équation différentielle (E).

La solution générale de l’équation (E) s’obtient en ajoutant la solution générale de l’équation homogène associée calculée à la question 1. et la fonction g, solution particulière de (E) :

(λx+μ)e\s\up 3(‐x)y=EQ  \x(+x+2)
)
.

3. Déterminons la solution f de (E) qui vérifie les 2 conditions : f(0)=2 et f′(0)=0.

On a 
f(x)= EQ  (λx+μ)e\s\up 3(‐x)+x+2

Donc :
f′(x)= EQ  λe\s\up 3(‐x)+(λx+μ)e\s\up 3(‐x) EQ \b\bc\((-)
+1
Donc :
 EQ \b\lc\{(\a\al(f(0)=2;f′(0)=0))

ñ
 EQ \b\lc\{(\a\al(μ+2=2;λ−μ+1=0))

ñ
 EQ \b\lc\{(\a\al(μ=0;λ=-1))
Donc la fonction f est définie par :
xe\s\up 3(‐x)f(x)=-EQ  \x(+x+2)
)
.

Partie B – Étude d’une fonction

f(x)=- EQ  xe\s\up 3(‐x)+x+2.

1. Calcul des limites en –õ et en +õ.

On a :
x↔-õ);;))) EQ \s\do2(\b\rc\}(\a\al((-x)=+õ;e\s\up 3(‐x) EQ \o( lim ;\d\ba5()\s\up7(\i\fc\ (\a\ac\hs0\vs0\co1(x↔-õ);;)))

 EQ \b\bc\((−1)
=+õ) ))

donc e\s\up 3(‐x) EQ \o( lim ;\d\ba5()\s\up7(\i\fc\ (\a\ac\hs0\vs0\co1(x↔-õ);;)))

 EQ \b\bc\((-x−1)
+2)
=+õ
donc x↔-õ);;)))EQ  \x(f(x)=+õ)
)
.

Par ailleurs :
\s\up7(\i\fc\ (\a\ac\hs0\vs0\co1(x↔+õ);;))) EQ \s\do2(\b\rc\}(\a\al(xe\s\up 3(‐x) EQ \b\bc\((-)
=0; EQ \o( lim ;\d\ba5()\s\up7(\i\fc\ (\a\ac\hs0\vs0\co1(x↔+õ);;)))(x+2)=+õ) ))

donc x↔+õ);;)))EQ  \x(f(x)=+õ)
)
.

2. Calcul de la dérivée de f.

On a :
f′(x)= EQ  (-1)e\s\up 3(‐x)+(-x)e\s\up 3(‐x) EQ \b\bc\((-)
+1

Donc :
(x−1)e\s\up 3(‐x)f′(x)=EQ  \x(+1)
)
.
3. Signe de f′(x).
On a :
f′(0)=0.

Donc d’après le tableau de variation de la fonction f′, on peut dire que :

· si xÂ0, alors f′(x)Â0.
La fonction f est donc décroissante sur  l’intervalle  EQ \l(]-õ;0])
· si xÃ0, alors f′(x)Ã0.
La fonction f est donc croissante sur l’intervalle  EQ \l([0;+õ[).

4. Tableau de variation de f.

D’après l’étude précédente, on peut établir le tableau de variation de la fonction f :

	x
	((
	
	0
	
	+(

	signe de f (
	
	-
	0
	+
	

	
	+õ
	
	
	
	+õ

	f
	
	
	
	
	

	
	
	
	2
	
	


Partie C – Étude graphique
1. Montrons que la droite D d’équation y=x+2 est asymptote à C.

On a vu que x↔+õ);;))) EQ \s\do2(\b\rc\}(\a\al(xe\s\up 3(‐x) EQ \b\bc\((-)
=0; EQ \o( lim ;\d\ba5()\s\up7(\i\fc\ (\a\ac\hs0\vs0\co1(x↔+õ);;)))(x+2)=+õ) ))

(partie B, question 1)

Or f(x)−(x+2)=- EQ  xe\s\up 3(‐x)
Donc  EQ \o( lim ;\d\ba5()\s\up7(\i\fc\ (\a\ac\hs0\vs0\co1(x↔+õ);;)))(f(x)−(x+2))=0
Donc la droite D d’équation y=x+2 est bien asymptote à C.

2. Construction de C et de D
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3. Calcul d’aire.

L’unité d’aire est égale à 4 cm2, compte tenu de l’unité graphique choisie.

Donc l’aire cherchée est donnée par l’intégrale : A=4×) EQ \i\in(\d\ba3()0;\d\fo1()2;\s\di 12()\s\ai 12()(g(x)−f(x))x)

(en cm2)

ou encore :

A=4×xe\s\up 3(‐x) EQ \i\in(\d\ba3()0;\d\fo1()2;\s\di 12()\s\ai 12() EQ \l(d)x)

Posons :
e\s\up 3(‐x) EQ \b\lc\{(\a\al(u(x)=x;v′(x)=))


on déduit :
e\s\up 3(‐x) EQ \b\lc\{(\a\al(u′(x)=1;v(x)=-))

Donc, en effectuant une intégration par parties : A=4× EQ \b\bc\((− EQ  xe\s\up 3(‐x))
\o\al(\s\do 8( 0);\s\up 10( 2))
−e\s\up 3(‐x)- EQ \i\in(\d\ba3()0;\d\fo1()2;\s\di 12()\s\ai 12())
 EQ \l(d)x)
)

Donc :
A=4×2e\s\up 3(‐2) EQ \b\bc\((-− EQ   EQ  e\s\up 3(‐x))
\o\al(\s\do 8( 0);\s\up 10( 2))
)
, ou encore :
A=4×2e\s\up 3(‐2) EQ \b\bc\((-−e\s\up 3(‐2) EQ \b\bc\((−1)
)
=43e\s\up 3(‐2) EQ \b\bc\((1−)

Finalement, on peut écrire :



e\s\up 3(2) \F(3;−A=4EQ  \x() )
)
ó2,38 cm2, soit encore Aó238 mm2)
)
.
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